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Rotor rigido LQCAPF.

Center
of mass )

Fonte: Physical Chemistry - A molecular approach - Donald A. McQuarrie e John

D. Simon
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LQCAPF.

« O rotor rigido pode ser usado como modelo para a rotacdo de uma molécula
diatomica.
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« O rotor rigido pode ser usado como modelo para a rotacdo de uma molécula
diatomica.

« Embora uma molécula diatéomica vibre enquanto sofre rotacao, a amplitude
vibracional é pequena quando comparada ao comprimento da ligacao.

o Considerando que molécula sofre rotacao ao redor de seu centro de massa a
uma frequéncia de v, ciclos por segundo as velocidades das duas massas sao

V] = 2T Vot = T1W

Vg = 2WTVppt = ToW

em que w = 27V, ¢ a velocidade angular.



Rotor rigido LQCAPF.

« A energia cinética do rotor rigido é entao dada por

1 1 1
K= imlv% + §m2’11% = i(mlﬁ + m27§)w2
1
= ~[w?
5 w

em que I, o momento de inércia, é dado por

I=myrs + mors
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« Sabendo que o centro de massa pode ser encontrado por mir; = mars, 0
momento de inércia pode ser reescrito como
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LQCAPF.

« Sabendo que o centro de massa pode ser encontrado por mir; = mars, 0
momento de inércia pode ser reescrito como

em que r= 1] + 12 e pu ¢ a massa reduzida.

« Lembrando que o momento angular é
L=1Iw

a energia cinética é dada por
L2

21
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Rotor rigido

LQCAPF.

« A energia potencial do movimento rotacional é zero na auséncia de forgas
externas e o operador hamiltoniano tem apenas o componente da energia
cinética

. 2

H=K=—-—V?

2p

« Em que V? é o operador Laplaciano.
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« A energia potencial do movimento rotacional é zero na auséncia de forgas
externas e o operador hamiltoniano tem apenas o componente da energia
cinética

. I

H=K=—-—V?
2p

« Em que V? é o operador Laplaciano.

o O sistema de coordenadas esféricas se mostra mais adequado que o sistema de
coordenadas cartesianas nesse caso.
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Fonte: https://www.researchgate.net/figure/
Figura-Al-Elemento-de-volume-tridimensional-em-coordenadas—-polares—-esferi¢
fig3_260678897
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Rotor rigido LQCAPF.

« Em coordenadas esféricas, o operador Laplaciano é dado por

- R2or 1) 4.4 r2sen® 00 9) 4 r2sen?f \ 0¢? ,
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Rotor rigido LQCAPF.

« No caso do rotor rigido r é uma constante, e assim o operador Laplaciano fica

G 11 oy 11 &
" Rsengoo \" " o0 2 sen? 6 O¢?
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Rotor rigido LQCAPF.

« No caso do rotor rigido r é uma constante, e assim o operador Laplaciano fica

G 11 oy 11 &
" Rsengoo \" " o0 2 sen? 6 O¢?

« Substituindo essa tltima expressao na expressao do Hamiltoniano temos

G B[ Lo oy 1 &
= 20 | sen 90 \ """ 99 sen? 0 02
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Rotor rigido LQCAPF.

« No caso do rotor rigido r é uma constante, e assim o operador Laplaciano fica

gz L 1 0 e . 0?
=————|(senf— _——
2 senf 00 00 2 sen? 6 O¢?
« Substituindo essa tltima expressao na expressao do Hamiltoniano temos
. Pl 1 0 o) 1 02
H=—— — 0— —_—
21 Lene 06 <sen 80) o sen208¢2]

. Como H= L?/2I, temos

) 10 ) 12
2= 9 (geno L) 4 L
[sen@ 96 (se” aa) T e o a¢2]
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LQCAPF.

« A orientacao do rotor rigido linear depende apenas dos dois angulos 6 e ¢, ou
seja, as fungoes de onda rotor rigido sao fungoes de duas varidveis,
normalmente expressas como Y(6, ¢).
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Rotor rigido LQCAPF.

« A orientacao do rotor rigido linear depende apenas dos dois angulos 6 e ¢, ou
seja, as fungoes de onda rotor rigido sao fungoes de duas varidveis,
normalmente expressas como Y(6, ¢).

o Assim, a equagao de Schrodinger para o rotor rigido é dada por

HY(0,¢) = EY(0, ¢)

w[ a0y, 1
21 | sen0 90 \°“"" 50 sen? 0 O¢?

Y(0,9) = EY(0,9)
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Rotor rigido LQCAPF.

« Multiplicando a equacdo anterior por sen? 6 e fazendo

21F
e

12/ 39



Rotor rigido LQCAPF.

« Multiplicando a equacdo anterior por sen? 6 e fazendo

21F
o=
temos 3 57 P2y
2
Y:
sen@ae (sen989> + 95 + (Bsen” 0) 0

12/ 39



Rotor rigido LQCAPF.

. Para resolver a equacao anterior podemos novamente recorrer ao método de
separacao de variaveis.
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Rotor rigido LQCAPF.

. Para resolver a equacao anterior podemos novamente recorrer ao método de
separacao de variaveis.

« Substituindo essa ultima equacao na equacao anterior temos

senf d do 2 1 &P
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Rotor rigido LQCAPF.

« Como 6 e ¢ sao varidaveis independentes, temos

send d <sen0d@> + Bsen? ) = m?

© df do
1 e
o(g) a2 "

em que m? é a constante de separacao.
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Rotor rigido

LQCAPF.

« Como 6 e ¢ sao varidaveis independentes, temos

send d <sen0d@> + Bsen? ) = m?

© df do
1 e
o(g) a2 "

em que m? é a constante de separacao.

o As solugoes para a tultima equagao sao

D(P) = Ape™ e B(P) = A_pe ™
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Rotor rigido LQCAPF.

. Para que ®(¢) seja univoca, a seguinte condi¢do precisa ser satisfeita

(¢4 2m) = B(¢)
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Rotor rigido LQCAPF.

. Para que ®(¢) seja univoca, a seguinte condi¢do precisa ser satisfeita

(¢4 2m) = B(¢)

« O que implica em
Ameim(¢+2ﬂ') _ Amez’m¢ e A_mefim(¢+27r) - A mefim(;ﬁ

e:ti27rm -1
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Rotor rigido LQCAPF.

o Em termos de senos e cossenos

cos(2mm) £ i sen(2wm) = 1

16/ 39



Rotor rigido LQCAPF.

o Em termos de senos e cossenos

cos(2mm) £ i sen(2wm) = 1

« Como cos(2mm) =1 e sen(2rm) = 0 para m = 0,+1,+2,..., m deve satisfazer
a condicao
m=0,+1,42,...
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Rotor rigido

LQCAPF.

o Em termos de senos e cossenos

cos(2mm) £ i sen(2wm) = 1

« Como cos(2mrm) =1 e sen(2rm) = 0 para m =0, £1,+2, ..

a condicao
m=0,+1,4+2,...

e assim a equacao para ®(¢) pode ser escrita como

D(P) = Ape™  m=0,+1,42,...

16/ 39
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Rotor rigido LQCAPF.

« Como ®(¢) é normalizada, o valor de A, é dado por (fazer como exercicio)

1

Ap=—"
(27r)1/2
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Rotor rigido LQCAPF.

« Como ®(¢) é normalizada, o valor de A, é dado por (fazer como exercicio)

1
Ay = —r
(27r)1/2
e assim .
. imao o
O(9) (271_)1/26 m=0,+1,42,...
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Rotor rigido LQCAPF.

« A equacio para ©(f) nao é simples de resolver porque nao tem coeficientes
constantes.
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Rotor rigido LQCAPF.

« A equacio para ©(f) nao é simples de resolver porque nao tem coeficientes
constantes.

« Fazendo = = cos,0 e ©(0) = P(z) a equagao para ©(0) fica

2P dP m?
B_l—ﬂ] =0

(1= da?

com m=0,+1,42, ...
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Rotor rigido LQCAPF.

« A equacio para ©(f) nao é simples de resolver porque nao tem coeficientes
constantes.

« Fazendo = = cos,0 e ©(0) = P(z) a equagao para ©(0) fica

m2
o255 o

1 — 22

2P dP
(1- )y =2

com m=0,+1,42, ...
« A ultima equacio para P(z) é chamada de equagdao de Legendre e é uma
equacao bem conhecida em fisica classica.
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Rotor rigido

18/ 39

LQCAPF.

A equagao para ©(f) nao é simples de resolver porque nao tem coeficientes

constantes.

Fazendo z = cos, 0 e O(0) = P(x) a equagao para O() fica

2P dP
(1- )y =2

com m=0,+1,42, ...

5_

1—1:2

]—0

A tltima equagdo para P(z) é chamada de equagdo de Legendre e é uma
equacao bem conhecida em fisica classica.

Ao se resolver a ultima equacao encontra-se

B=0l+1)

(&

|m| < ¢



Rotor rigido LQCAPF.

o Assim, a ultima equacao pode ser reescrita como

P dpP

1— a2

m2
0L+1)— ]:0

com{=0,1,2,...e m=0,£1,+2, ..., £/
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Rotor rigido

LQCAPF.

o Assim, a ultima equacao pode ser reescrita como

P dpP

1— a2

m2
0L+1)— ]:0

com{=0,1,2,...e m=0,£1,+2, ..., £/
o Quando m = 0, as solugdes para a equacao anterior sao os chamados
polindmios de Legendre.
1 a
~2npl dan

Pn(2) (2% = 1)"]
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LQCAPF.

Rotor rigido

o Os primeiros polinomios de Legendre sao

20/ 39

Pg(x) =1
Pi(z) ==z
Pa(e) = 5 (32 ~ 1)
Py(x) = 5(54° — 32)

Py(z) = 5(351«4 —304% 4 3)



Rotor rigido LQCAPF.

« Quando ¢ é par Py(z) é uma func¢ao par e quando ¢ é impar Py(z) é uma
funcao fmpar.

« Como consequéncia disso temos

1
/ Py(z) Py(z)dz =0 l#£n

-1

o Os limites de integracao —1 < z < 1 se devem ao fato de que = = cosf e
0<o<nm

21/ 39



Rotor rigido LQCAPF.

o Os polinémios de Legendre sao normalizados pela seguinte relagao geral

1 , 9
/1[136(@} dr = W1
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Rotor rigido LQCAPF.

o Os polinémios de Legendre sao normalizados pela seguinte relagao geral

1 , 9
/1[136(@} dr = W1

« Assim, a constante de normalizacao de Py(z) é

/20 + 1
2
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Rotor rigido LQCAPF.

« Quando m # 0 temos as fungbes associadas de Legendre, que sao
definidas em termos dos polindémios de Legendre da seguinte maneira

Prl) = (1= 2

dzl™

« Por meio dessa equagdo pode-se observar porque |m| < I, pois se |m| > I,
P (@) =o.
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Rotor rigido LQCAPF.

o As primeiras funcoes associadas de Legendre sao

Py(z) =1

P)(z) = 2= cosf

Pi(z) = (1 —2)"? = senb

Pa) = %(3952 )= %(:mf 1)

Ph(z) = 32(1 — 2°)"/? = 3cos0 senb

P3(z) = 3(1 — 2°) = 3sen’ 0

Pi(z) = %(51‘3 —3z) = %(50053 0 — 3cos0)

Pi(z) = ;(5362 —1)(1 - = 2(50052 0 —1)send
P3(z) = 152(1 — 2°) = 15c0s6 sen” 0

P3(z) = 15(1 — 4%)*? = 15sen’ 0
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LQCAPF.

Rotor rigido

« As fungoes associadas de Legendre satisfazem a relagao

1 ™
| Pl @R @ds= [P coso)Pi cos6)sentap
-1 0

2 (L4 m|)!
T2+ 10— |m "

em que senfdf é a parte contendo € do elemento diferencial de volume
dr = r?sen@drdfde
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Rotor rigido LQCAPF.

« As fungoes associadas de Legendre satisfazem a relagao

1 s
| Pl @R @ds= [P coso)Pi cos6)sentap
-1 0

2 (L4 m|)!
T2+ 10— |m "

em que senfdf é a parte contendo 0 do elemento diferencial de volume
dr = r?sen@drdfde

o A constante de normalizacao das fungoes associadas de Legendre é dada por

(204 1) (£ — |m|)!1"/?
2 L+ |m|)!

Nlm:
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Rotor rigido LQCAPF.

« Combinando as solucoes de ©(0) e ®(¢) para o problema do rotor rigido temos

(204 1) (€ — |m|)1]?
dr (L4 |m)|)!

Y76, 0) = Py (cos )™

com
(=0,1,2,...

m=0,+1,42, ..., £0
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Rotor rigido LQCAPF.

« As fungoes Y}*(0, ¢) formam um conjunto ortonormal quando integradas em
relagdo a parte angular do elemento de volume em coordenadas esféricas,

sen 0dOdo
T 27
/ / Y70, 6)* YA(6, 6)senOdBdd = 51,6
0 0

« De acordo com a equacao anterior, as fungoes Y}'(6, ¢) sao ortonormais sobre
a superficie de uma esfera, e por isso sado chamadas de harmoénicas esféricas.
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Rotor rigido

LQCAPF.

o As primeiras harmonicas esféricas sao dadas por

V9= -1 YW= (i> v cost
0 — (4m)1/2 17— \dr
1/2 ) 1/2
vi= (gﬁ) sen e vt = (8%) senfe” @
1/2 1/2
Yg = (%) (3@059 — 1) Y% = <%> sen 6089€Z¢
1/2 ) 1/2 .
Yyt = <é—i> senf cosfe™®  Yi = ( 12‘:;) sen? 0e*™
1/2 .
Y, 2 = <125ﬂ) sen? fe2
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Rotor rigido LQCAPF.

» Voltando a equagado de Schrodinger

1o oy, 1 #
21 | sen6 00 \°“"" 50 sen? 0 O¢?

Y(0,9) = EY(0,9)
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Rotor rigido LQCAPF.

» Voltando a equagado de Schrodinger
B[ oy, 1 o
21 | sen0 96 \°“"" 50 sen? 0 O¢?

« Podemos rearranji-la como

—1? L o sen@2 —&-Lﬁ
senf 00 00 sen2 0 O¢?

Y(0,9) = (2IE) Y(0, )
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Rotor rigido LQCAPF.

» Voltando a equagado de Schrodinger
B[ oy, 1 o
21 | sen0 96 \°“"" 50 sen? 0 O¢?

« Podemos rearranji-la como

—1? L o sen@2 —&-Lﬁ
senf 00 00 sen2 0 O¢?

Y(0,9) = (2IE) Y(0, )

. Lembrando que
2IF
ﬁ = ﬁQ
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LQCAPF.

Rotor rigido

» Voltando a equagado de Schrodinger
B[ oy, 1 o
21 | sen0 96 \°“"" 50 sen? 0 O¢?

« Podemos rearranji-la como

—h? L o sen@2 —&-Lﬁ
senf 00 00 sen2 0 O¢?

Y(0,9) = (2IE) Y(0, )

. Lembrando que
2IF
=T

entao
2IE = fh? = ((0 + 1)K

29/ 39



Rotor rigido LQCAPF.

|2 oy, 1 & _ 2
L Leneae sent oo T sen2009? Y(6,¢) = L+ 1)R*Y(6, ¢)
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Rotor rigido LQCAPF.

Y(0,6) = (0 + )R Y(6, ¢)

—1? L o sen02 + Lﬁ
senf 06 00 sen? 0 0?2
o Lembrando que

2 _g2| L0 (0N, 1 &
Lr=h !sen@@G sen@ae +sen208¢2
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Rotor rigido

30/ 39

1
_B2
[sen@

o Lembrando que

o Temos

d 0 1 02 9
2 <sen689) + MW] Y(0, ) =L(0+ 1)h"Y(0, ¢)

2 _g2| L0 (0N, 1 &
Lr=h !sen@@G sen@ae +sen208¢2

L2Y](0,6) = B+ 1) Y]'(0,9)

LQCAPF.




Rotor rigido LQCAPF.

o Lembrando que

2 _g2| L0 (0N, 1 &
Lr=h !sen@@G sen@ae +sen208¢2

L2Y](0,6) = B+ 1) Y]'(0,9)

o Temos

. Isso significa que as harménicas esféricas sao autofuncoes de L? e o quadrado
do momento angular pode ter apenas os valores

L*=h(l+1)  £=0,1,2,...
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Rotor rigido LQCAPF.

. Como H = I?/2I, temos

HY0, ¢)

31/ 39



Rotor rigido LQCAPF.

. Como H = I?/2I, temos

HY0, ¢)

« E a energia do rotor rigido é dada por

R0+ 1)

E
¢ o1

(=0,1,2,...
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Rotor rigido LQCAPF.

« No caso no rotor rigido e da espectroscopia rotacional o niimero quantico
costuma ser simbolizado por J, ao invés de £. Logo

h2
By= g JU+1)  J=0,12...
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Rotor rigido LQCAPF.

« No caso no rotor rigido e da espectroscopia rotacional o niimero quantico
costuma ser simbolizado por J, ao invés de £. Logo

h2
E;y=— 1 =0,1,2,...
J 2IJ(J+) J 07 ) &y
ou
h2
Fj=— 1 =0,1,2,...
J SWQIJ(J+) J 0? 3 4y
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LQCAPF.

o Assim como para o caso do oscilador harmonico, a regra de selecao para o
rotor rigido também s permite transicoes entre estados adjacentes, ou seja,

AJ=J=£1
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o Assim como para o caso do oscilador harmonico, a regra de selecao para o
rotor rigido também s permite transicoes entre estados adjacentes, ou seja,

AJ=J=£1

o Além disso, a molécula precisa ter um momento de dipolo permanente para
absorver radiagao eletromagnética.
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LQCAPF.

o Assim como para o caso do oscilador harmonico, a regra de selecao para o
rotor rigido também s permite transicoes entre estados adjacentes, ou seja,

AJ=J=£1

o Além disso, a molécula precisa ter um momento de dipolo permanente para
absorver radiagao eletromagnética.

« No caso da absorcao de radiagdo eletromagnética, a molécula muda de uma
estado J para um estado J+ 1.

33/ 39



Rotor rigido LQCAPF.

. A diferenca de energia é dada por

h2
AE=Ejpq - Ej= ?I[(J—i- (J+2)— J(J+1)]
2 h2
= (4D = T+ 1)
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Rotor rigido LQCAPF.

o« Como AE = hv

= (J+1 =0,1,2,...
477_2]’(‘]—’_ ) J 07 Y Y
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Rotor rigido LQCAPF.

o« Como AE = hv

v (J+1)  J=0,1,2,...

- Am2]

o Os valores tipicos de momento de inércia de moléculas diatomicas levam a
frequéncias de absorcao na faixa de 2 x 10'0 a 10" s71, que fica na faixa das

microondas.
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Rotor rigido LQCAPF.

o« Como AE = hv

v J+1) J=0,1,2,...

= g

o Os valores tipicos de momento de inércia de moléculas diatomicas levam a
frequéncias de absorcao na faixa de 2 x 10'0 a 10" s71, que fica na faixa das
microondas.

o Assim, o estudo das transig¢oes rotacionais em moléculas é chamada de
espectroscopia de microondas.
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Rotor rigido LQCAPF.

« A equacao anterior costuma ser escrita como

v=2B(J+1) J=0,1,2,...
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Rotor rigido LQCAPF.

« A equacao anterior costuma ser escrita como
v=2B(J+1) J=0,1,2,...
em que
h

B=—+—
8m2]
é chamada de constante rotacional da molécula.
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Rotor rigido LQCAPF.

« A equacao anterior costuma ser escrita como
v=2B(J+1) J=0,1,2,...

em que

h
B=g
¢ chamada de constante rotacional da molécula.
« Ou ainda
p=2B(J+1) J=0,1,2,...

em que

well
I

8m2cl
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LQCAPF.

J
4
T P
@ AE=8B
o
>
5
- 3
>
ol
2
o ~
= AE=6B
5
s 2
2
s AE =48
s
=}
I 1
AE=2§T
0 '

Spectrum 2 | | | 3

Fonte: Physical Chemistry - A molecular approach - Donald A. McQuarrie e John
37/ 39 D Simon



Rotor rigido

The fundamental vibrational frequencies, the force constants, and
bond lengths of some diatomic molecules

Molecule #/em™ k/N-m™! Bond length/pm
H, 4401 510 74.1
D, 2990 527 74.1
H*CI 2886 478 127.5
H”Br 2630 408 1414
H'1 2230 291 160.9
scrscl 554 319 198.8
"Br”Br 323 240 2284
g 213 170 266.7
16050 1556 1142 120.7
“NMN 2330 2243 109.4
20 2143 1857 112.8
N0 1876 1550 115.1
Na®Na 158 17 307.8
BNa¥*Cl 378 117 236.1
¥K*Cl 278 84 266.7

Fonte: Physical Chemistry - A molecular approach - Donald A. McQuarrie e John

D. Simon
38/ 39



LQCAPF.

Mostre que P}(z) e PY(7) sdo ortogonais.
Mostre que Y7 (0, ¢) é normalizada e ortogonal a Y3(6, ¢)

Mostre que Yi(6,¢) é uma autofungio de 12

Ll

O espectro de microondas da molécula de H3?Cl consiste, aproximadamente,
de uma série de linhas igualmente espacadas separadas por 6,26 x 10! 571
Calcule o comprimento da ligacio do H**CL.
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